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Abstract 
De Vroedt, C., ober einen Satz von Kiihler, Discrete Mathematics 97 (1991) 161-165. 
The purpose of this paper is to show how several lemmas concerning designs (including a 
lemma of KGhler) may be proved in an easy way using the notion of vectorproduct. 
1. Definitionen 
Es sei a E (GF(2))“, (a = (a,, a2, . . ,a,); ai E GF(2)). Das Gewicht w(a) von 
Q wird definiert durch 
w(a) = I{i 1 ai #O}l. 
Das Vektorprodukt a . b zweier Vektoren a und b wird definiert durch 
a . b = (u,b,, u2b2, . . . ,u,b,). 
In Hhnlicher Weise wird das Vektorprodukt einer beliebigen Anzahl von 
Vektoren u,, u2, . . . ,uk induktiv definiert durch 
u* *a,*. . ak = (al * t+. * ’ a&_l) * ak. 
Ein gegebenes t-(v, k, A) Design D wird identifiziert mit einer Matrix MD. Die 
Anzahl der Zeilen dieser Matrix ist b (Zeilen korrespondieren mit B&ken; B sei 
die Menge der BlGcke); und die Anzahl der Spalten sei v. Die Spalten von MD 
werden mit y,, y2, . . . ,y,, und die Zeilen mit x(x=(x1, x2, . . . p,); x E B) 
bezeichnet. Die Punkte von D werden gelegentlich mit den Nummern der sie 
darstellenden Spalten identifiziert. 
Ein t-(v, k, A) Design wird dann gekennzeichnet durch folgende Eigenschaften: 
(1) W(X) = k (Vx E B). 
(2) W(Y,, * Yi, . . . yJ = A fiir alle i,, iz, . . . ,i, mit 1 s il < i2 < . . . < i, 6 21. Sei 
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weiter 
fur feste ir, iz,. . . ,i,, jI, j2,. . . ,jq mit 1~i,<i,<...<i,~21;1~jl<j2< 
***<j,Cv und i,#jb fur alle a~{1,2 ,..., p} und be{1,2 ,..., q}, und 
p + q s t. Weiterhin sei b, = bs,, und b. = b. Die Unabhangigkeit der b,, bP4 von 
den gewslhlten il, iz, . . . ,iP und jr, j2, . . . ,jq wird im folgenden unter (a) bzw. (b) 
bewiesen. 
Manche bekannten Eigenschaften von Designs lassen sich einfach beweisen 
unter Benutzung von Eigenschaften von Gewichten von Vektoren und Vek- 
torprodukten. Wir geben zwei Beispiele. 
(a) Ein t-Design ist ein s-Design fur alle s < 1. 
Beweis (durch vollstandige Induktion nach t - s). Die Summe 
A= c w(Yi, * Yi, * ’ .yi;yj) (~Ci,<i,<~~~<i,~v) 
j#i,,i,, ,i,,l~j~u 
wird auf zweierlei Weisen berechnet. Einerseits gilt A = bs+l(v - s), 
(Induktionsannahme). Andererseits gilt (Beitrag pro Zeile zahlen) A = b,(k - s). 
Es folgt daraus: b,(k - s) = bs+l(v - s). Wegen b, = 3c gilt daher 
(b) Aus der Definition von bP4 folgt (mit 1= (1, 1, 1, . . .), w(1) = b) 
bpq =w{yil *yi,* * ’ Yiptl - YjJ(l -YjJ . . * (l - Yj,)} 
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2. Der Satz von KGhler 
Sei D ein t-(u, k, A) Design. Weiterhin sei M = {iI, i2, . . . ,i,} mit 1 c il < i2 < 
. . . < i,,, s u (also IMI = m). Zu einer Teilmenge {jr, jZ, . . . ,jh) von M bezeichne 
(4, 12, . . . ,4,-d = M\{j,, A, . . . ,jh} das Komplement in M. Sei 
~~=J{X)XEB;Xj,=Xj~=.~~=Xj,=1;X*,=X,,=-’.=X~,_,=0}, 
{jr, j2, . . . ,A) = MI. 
(cu, ist also die Anzahl der Blocke die mit M einen h-elementigen Durchschnitt 
haben). Dann gilt 
(1) 
fiir alle s = 0, 1, 2, . . . , min (m, t). 
Beweis. Wir berechnen die Summe B mit 
B= c w(Yk, * Ykz' * * yk,) {k,, kz, . . . A) c M 
k,<k+. .<k, 
auf zweierlei Weisen. Einerseits gilt B = b,(y), weil D ein s-Design ist (s s t). 
Andererseits gilt B = C~=:=,ah(h(5), da der Beitrag zu B von den ai, Blocken, die mit 
M einen h-elementigen Durchschnitt haben, CX~(~) ist. Damit ist (1) 
bewiesen. 0 
Im Falle m 6 t liefert (1) m + 1 Relationen zwischen aO, (or, . . . , am. (In 
diesem Fall gilt cui = (y)bim_i). 
Im Falle m a f + 1 gilt (fur j E (0, 1, . . . ,t}) 
aj + (- 1>‘-’ c [,‘%+J’:‘, (‘+:_i- ‘)I =@(;) (;)(-0-j. (2) 
Kohler; [l, Satz 11. Bemerkung: In die betreffende Formel (8) bei Kohler hat 
sich ein kleiner Fehler eingeschlichen. Der Ausdruck Cfsj (-l)‘(r) (y)b, muss 
mit (- l)j multipliziert werden. ijbrigens sind alle Anwendungen des betreffenden 
Satzes korrekt.) 
Beweis. Aus (1) ergibt sich 
g%(y) (;)w-j = Sji, ah(;) (;)c-1)” 
=~j%(;)miy(?)(-ly-j. (3) 
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Da 
fur tSfz>O, 
fur t<a, 
ist in (3) der Koeffizient von a,, 
1 fiirh=j, 
0 ftirj+l<h<t, 
(-l)‘-’ fiir t + 16 h s m, 
womit (2) bewiesen ist. 0 
3. Schlussbemerkungen 
(1) Im Falle m = t + 1 gilt eine wesentlich starkere Aussage als (2). Sei 
M = {iI, i2, . . . ,i,,i,+,}(l~i,<i,<...<i,<i,+,~v). Sei {ji, j2,. . . ,j,} eine 
Teilmenge von M und {Ii, 12, . . . ,I,} = M\{ jI, j2, . . . ,j,}, (p + q = t + 1). Sei 
weiterhin W(yi, * yi, . * * yi, . y,+i) = q+i. Dann gilt 
w{Yj, *Yj* * . *Yj~(l-YIJ(l-YZJ. ” (l-Ylq)I 
Jetzt gibt (4) die Anzahl der Blocke an, die p gegebene Punkte aus M enthalten 
und die anderen t + 1 -p Punkte von M nicht, wahrend (2) mit j =p(m = t + 1) 
die Anzahl CX~ der Blocke bestimmt, die genau p Punkte von M enthalten. 
(Selbstverstandlich muss CX~ aus (2) das (‘i’)-fache des aus (4) bestimmten 
Wertes sein.) 
(2) Es sei S ein Steinersystem (ein Design mit A = 1). Sei x E B ein Block mit 
Xi1 = Xi, = . . . = xi* = 1 und xj = O(j $ {iI, i2, . . . ,ik}). Weiter sei P= 
ifs, j2, . . . &I mit P c {iI, i2, . . . ,ik} und Q = (11, 12, . . . ,lk--p) = 
11, 12, . . . ,ik} \ P. Die Anzahl der Blocke, die die mit P korrespondierenden 
Punkte enthalten und die mit Q korrespondierenden Punkte nicht, wird bestimmt 
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w{Yj~ ‘Y~I’ ’ mYjp(l-Yt,)(l-YtJ * * . (l-Ytk-p)) 
Im Falle p = I - 1 ist diese Zahl gleich (v - k)/(k - t + 1) und im Falle p = t - 2 
gleich 
(v - c + 2)(v - t + 1) _ (k - t + 2)(?J - t + 1) + k _ t + 1 
(k - t + 2)(k - t + 1) k-t+1 
v-k 
= (k - t + 2)(k - t + 1) 
(v -t - (k -t)* - 3(k -t) - 1). 
Folgerung: Fiir ein Steinersystem (mit t 2 2) gilt v 2 (k - t)* + 3(k - t) + t + 1. 
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